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Laminarabfluß in offenen Gerinnen 
Dr.-Ing. H. Wagner 

Das Problem der Charakterisierun6 des Abflusses in offenen Ge-
rinnen ist seit langem ein maßgebendes Forschungsobjekt in der 
Hydr.aulik, das sowohl die Theoretiker wie auch die in der 
Praxis tätigen Ingenieure beschäftigt . Während in der Rohrhy-
draulik in den dreißiger Jahren dieses Jahrhunderts durch Ein-
führung der Ergebnisse der PRAlTIYfLschen Grenzschichttheorie 
eminente Fortschritte erzielt werden konnten, ist eine äquiva-
lente Entwicklung in der Erkenntnis tmd ihrer analytischen Fas-
sung der Fließvorgänge in offenen Gerinnen trotz aller Bemühun-
gen bisher nicht abzusehen. Die Sachlase ist somit so, daß selbst 
unter den relativ einfachen Bedingungen des Laminarabflusses 
keine exakte Lösung, die die Phänomene der Geschwindigkeitsver-
teilung, des Abflusses und der Schubspannungsverteilung mitein-
ander verbindet, erzielt werden konnte . 
Da aber eine solche Bearbeitung praktisch Voraussetzung für 
die exakte Behandlung des turbulenten Fließverhaltens ist und sie 
schon in ihrer primären Gestalt näherungsweise Analogieschlüsse 
auf ein en~sprechendes System erlaubt, soll nachstehend aufge-
zeigt werden wie man für die Bedingungen beliebig gestalteter 
offener Rechteckprofile für Laminarbedingungen geschlossene 
Lösungen erhält. 
Neben ihrer theoretischen Bedeutung und den schon zitierten 
Rückschlüssen auf turbulente Vorgänge, wobei die Schubspannungs-
verteilung eine besondere Rolle spielt, sind die nachstehend 
auscsewiesenen Ergebnisse direlct benutzbar für die Kennzeichnung 
des Fließverhaltens relativ zähflüssiger Medien, die zumindest 
näherungsweise als NE'N'rONsche Flüssigkeiten angesprochen werden 
können. Ihre Hauptanwendungs;_;ebiete dürften damit auf dem Sektox· 
der chemischen Industrie, das ·Abwasserwesens sowie der Model l -
t;echnik liesen. 
Ausgangsbasis der Berechnung sind die NAVIER-STOKESschen Glei-
chungen in der Form 
(dU ou V ~U + dU) f • Jf + u äX + cy w äZ 
2 2 2 
an a u + a u + a u) ~r.x - ~ + ? ( ä? 8.? ä? 
( 1a) 
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c'Jv av + v av + w ~~) -~ 2 2 a2v f. fjl;+ u- ;,r +JA- Ca v + a v + Dz"2) ax ay y ay ä;2 ~ 
(1b) 
Caw + u aw + V ()W + W OW) - ~ 2 2 2 p. Mz +jA(~ + 0 w + a w) ät ()X ()y ()z az ax ä;2ä;2 
(1c) 
sowie die Kontinuitätsbedingl.Ulg für irnkompressible Flüssigkeiten 
au+av+~z= O 
ax oy CJ<'. (2) 
Entsprechend der konkreten Problemstelll.Ulg können folgende Vor-
aussetzungen getroffen werden (siehe Abb. 1). 
1. Es wird eine zeitlich stationäre Ströml.Ulg betrachtet, das 
heißt 
(4) 
2. Das Wasserspiegelgefälle ~uer zur Strömungsrichtl.Ulg ist 
gleich Null 
ah 0 dy = 
Daraus folgt: 
~-
ay - 0 
l.Uld av 0 
ay 
Wird Gl. (7) integriert, so ergibt sich: v = const 
Da aber v/z = 0 = 0 , heißt das, daß 
V= 0 ist. 
Damit ist dann für diesen speziellen Fall 
v au av V~ uv J2v clv <iv v ow 
ay = u ax = ay w'5Z = ox2 Ji = oz2 = oy 
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(5) 
(6) 
(7) 
(t.i) 
ü (9) 
N 
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3. Das Wasserspiegelgefälle in Fließrichtung ist sehr gering 
C>h 
ax << 1 (10) 
das bedeutet 
0 a2u 0 ~ =ü und damit auch ~ =0 Clx (11); (12) 
Werden die GleichunGen (7) und (11) in die Kontinuitätsgleichung 
(2) eingesetzt, so folgt: 
~ - 0 (13) az -
Die Integration von Gl. (13) ergibt w = const. 
Da aber als Randbedingung gelten muß Wfz ~ 0 ~ 0 heißt das, 
daß auch 
w ~ 0 ist . (14) 
Aus Gl. (14) läßt sich ableiten: 
()u av ow OVI a2w 2iw 
VI • oz ~ VI az ~ u ox = v ay ~ :----2 == -:::---2 = o 
ax az 
( 15) 
Werden die Beziehungen nach den Gln. (4); (6); (7); (9); (11); 
(12); (13); (14) und (15) in die Gl. (1) eingesetzt , so ergibt 
sich fol gende s Restsystem: 
2 2 
0 == M _ ~ + u co u + a u) 
-:x: ax r ai ~ (16a) 
(16b) 
(16c) 
Da als wirkende Massenkräf·t;e nur die Schwerkraft in Betracht 
kommt heißt das, daß die Komponenten in Richtung der x- und 
der z-Achse definierbar sind durch 
1Sc = f. g • sin ot6 (17) 
und 
Mz == - p • g • cos o'-s (18) 
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Wird Gl . (18) in Gl . (16c) eingesetzt, so fol gt : 
~ = - f . g . cos "-s 
Daraus ergibt sich durch Integration 
p = c1 - p • g • z • cos o(.8 
Mit der Randbedingung 
P/z = h = Po = 0 
läßt sich die Konstante c1 mit dem Wert 
c1 = f . g • h • cos o<. 8 • g (d + oh) • cos o/..s (19) 
ermitteln. Der Druck p ist; somit ein Funktionsausdruck in 
der l!'orm 
p = f . g (d + Clh - z) • cos ol.s (20) 
Mit Gl. (20) kann nun die noch fehlende Ableitung des Druckes 
nach der X-Koordinate gebildet werden. Es ist: 
~ = p . g • ~~ • cos ~ s 
Durch Einsetzen der Gln. (17) und (21) in Gl. (16a) erhält man 
die Ausgangsbeziehung für die vorliegende Problemstellung. 
0 0 • -' 0 h -' + 11 ca
2
u + a~) c22) = I , g • s~n ~s - )- . 5 • -x . cos ~s /-- ~ ~ 
Wird weiterhin 
Clh 
sin o<..s - äX 
gesetzt, so vereinfacht sich der Ausdruck und es folgt: 
Ü g • JW + JA ( 02U + Cl2U 
= J· r "ä? ~) 
(23) 
(24) 
Setzt man voraus, daß die Flüssigkeiten an den Wänden haften 
und daß an der freien Wasseroberfläche keine Schubspannungen über-
·t;ragen werden, so gehören zur Differentialgleichung (24) für die 
gesuchte ]~tion u = f (y, z) die Randbedingungen: 
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u(o, z) ü 
au 
ay(b, z) = u (25); (26) 
u(y, = ü au = v (27); (28) o) öZc y, h) 
Um einen ein:facheren Hechenansatz zu erhalten, werden diese ge-
mischten Handbedin!:!;un(!;en durch homogene Handwerte an einem idea-
len Fließquerschnitt ersetzt. Sie lauten dann: 
0 u(B, z) = 0 (2';i); (30) 
u(y, o) = 0 u(y, 2 h) = 0 (31); (32) 
Die AusGangsdifferentialgleichung (2L~) lcann homoe;en ,~ emacht 
werden durch den Ansatz 
Für u0 wird die spezielle Lösung der Dgl. (24) 
f· G ' J 2 
u = w (2 z • h - z ) 
0 2? 
eingesetzt. Damit encsteht für die }Unktion u1 
aufgabe 
mit den Randbedingungen: 
f· ß Jw 2 
u1 (o, z) = 2)1- (z - 2 z h) 
f· g Jw (z2 - 2 z h) u1 (ll, z) 2.,.u. 
u1 (y, o) = 0 und 
Zur Lösung wird der Seperationsansatz 
u1 = Y (y) • 6 (z) 
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CJJ) 
(34) 
die Handwert-
(35) 
(36) 
CJ7) 
(38); (39) 
(40 ) 
benutzt. Daraus fol gt : 
a2u 1 Y" z ~ = . ( 41) 
und 
2 
iJ u1 
= y Z" 
a? . (42) 
Werden nun die Gln. (41) und (42) in Gl. (4U) eingesetzt, so 
ergibt sich: 
Y" z + y . Z" 0 
oder 
L," 
-
[" (43) .,., = y lJ 
Da die linke Seil;e der letzten Gleichung eine reine Funlet ion 
von "z" und die recbt;e eine reine Funktion von "y" ist, 
kann Gl. (43) nur dann be stehen, werm beide Se iten gleich ein 
und derselben Konstanten sind. Dru;,it s ich positive Eis enwerte 
ergeben, wird diese Konstante mi t - A. bezeichnet. 
Y" 
=-y-=-/1. (43a) 
Man erhält also in diesem l•'all durch den Seperationsansatz zwei 
gewöhnliche Differentialgleichur~en und zwar 
Z" + A Z 0 (44) 
und 
Y" - /1. y 0 (45) 
Zur all gemeinen Lösun ~ der Dgl. (44) wird der Ansatz 
(46 ) 
benutzt, d, h. : 
Z' e z (47) 
und 
'/I I 2 
'-' = rt (48) 
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Werden die Gln. (46) und (48) in Gl. (44) eingesetzt, so ergibt 
sich als charakteristische Gleichung: 
2 'lz nz . 2 ~ • e +}I_, el ::: O:::tz. +A. (49) 
Die Lösungen dieser charakteristischen Gleichung laul:;en: 
Falls A. < 0 ist '7_ = :!: ~ (50) 
Falls A 0 ist '7_ = 0 (Doppellösung) (51) 
Falls A .> 0 ist '7. = :!: i {A (52) 
Aus diesen Beziehungen ergibt sich folgendes Fundamentalsystem, 
werm die Gln. (50), (51) und (52) in Gl. (46) eingesetzt werden. 
Für A. < 0 z = e z~ Z = e -z~ (53a) 
Für /\.. 0 z = 1 z z (54a,b) 
Für A. > 0 z ::: cos ~· z z = sin 1/Tz (55a,b) 
Mit diesen Werten können die allgemeinen Lösungen von Gl. (44) 
fixiert werden. Es ist: 
)I z " r:::x: - z " /~ Für /( < o : z = o1 • e V ,, + c2 V 
c1 (cosh z FA+ sinh z~) 
+ o2 (cosh z .y=x- sinb. z~) 
Für ).. = 0 1 Z = n3 + D4 • z 
Für 0 : Z = n5 cos ß· z + n6 • sin -{A. z 
Zusammen mit den Randbedingunc;en (siehe Gln. (3i:l) und 09)) 
folgt daraus: 
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(56a) 
(56b) 
(56c) 
Falls 1\ < 0 :~ 0 = D1 + D2 • 0 
( 0 = D1 cosh 2 h ~+ D2 sinh 2 h 1[=A. ( 
d. h. D1 = 0 und D2 sin 2 h -{"=""X= 0 
Falls A. = 0 : ( 0 = n3 + D4 • 0 ( 
~ 0 = n3 + n4 • 2 h 
d. h. DJ = 0 und D4 • 2 h = 0 
Falls A > 0 : ( 0 = n5 + D6 • 0 ~ 0 = n5 • cos 2 h YJt + D6 sinh 2 h ß 
(57a, b) 
(58a, b) 
d, h. n5 = 0 und D6 • sinh 2 h fJl= 0 (59a, b) 
Für sinh 2 h -{="""X'~ 0 ; 2 h ~ 0 und - A. ~ 0 ergibt sich 
im Fall A < 0 nur die triviale Lösung D1 = D2 = 0 
Im Fall .A = 0 erhält man mit 2 h ~ 0 ebenso n3 = D4 = 0 
Im Fall A > 0 liefert die Rechnung f'ür sin 2 h -{A ~ 0 · 
auch die Triviallösung n5 = D6 = o 
Für sin 2 h vfJl= 0, d. h. 
A = (~) 2 (k = 1, 2, J, .• ) 
ergibt sich dagegen n6 = beliebig. 
Hieraus fol gen die Eiöenwerte und die dazugehörende Eigenwert-
funktion 
(60) 
,, D s; ~ k • 7r • z 
<Jk = k • ~· 2h (61) 
(k = 1, 2, ) • • • ) 
2 
Zu jedem ·,vert A.k = (~) gehört gemäß Gl. (43a) auch die 
Dgl. (45). Ähnlich wie Gl. (44) wird auch sie mit einem äqui-
valenten Lösungsansatz behandelt 
(62) 
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Aus lil. (62) fol gt : 
Y" = 1 2 • e '7. • Y ( 6)) 
und daraus wiederum als charakteristische Gleichung 
r/ . e 1 Y - ~ k • e '7. y = 0 = 12 - -11;: ( 64) 
Die Lösungen lauten: 
Falls A.k 0 ist 'l = :!: i ~ ( 65) 
Falls A.k = u ist '7. 0 ( 66 ) 
Falls ilk 0 ist 1 :!: ~ (67 ) 
Das Fundamentalsystem besitzt deme;emäß folgenden Aufbau: 
FürAk<O ist y cos y ~ y = sin y v' A.k' (6Cla, b) 
Fürit k = 0 ist y 1 i y = y (69a, b) 
l!,ür/lk>o ist y = eY ~i Y = e- Y~ (70a, b) 
Da nach den vorausgegangenen Betrachtungen für die Funktion 
L. (z) lediglich der Fall Jl k > U interessiert; kann die all-
gemeine Lösung der Dgl. (L>5) in Verbindung mit de tn Seperations-
ansatz (Gl. (40 )) folgendermaßen fixiert werden: 
Y"nt; -y~ - -~ Yk = a1 :!f e V "k + c2 e = D7 • cosh y V A k + 
+ D8 • sinh y ~ (71) 
Werden nun die Gln. (71) und (61) in Zusrurunenhang mit Gl. (60) 
in Gl. (40) eingesetzt, so ergibt sich: 
u1 (y, z) = Yk • zk 
k'ir - k'Jr k'Jr 
= (D7 • cosh 2Ii y + D8 sinh 2Ii y) • Dk • sin 2Ii z 
oder mit 
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( , hk.7r B 
.ll.k • cos ~- y + k sinh ~ • y) , sin ~· z 
(72) 
mit k = 1, 2 , J, .• 
Superpaniert man die Lösunt;en von Gl. (72), so en·tsteht die 
unendliche He ihe 
~ ( h k Ir! "B "nh k ~l) . k 'il z u1 = L ~k • cos + k 81 • 81n --zn-k 
Gl. (?3) erfüllt die Dgl. 
und die Randbedinßumeen 
u1 (y, o ) = 0 sowie u1 (y, 2h) = 0 
Dru!lit auch die Handbedingungen 
und 
p. g . J 2 
u1 ( B, z) = - ----,2"'"fi....,.-~w (2 z h - z ) 
befriedig t werden, muß gelten; 
0) 81. n k'ir • 2Ii 
k = 1' 2, J ... 
k 8in 2Ii z 
g • J ,., 2 
.. (2 z . h - z ) 
k 1, 2, J •.. 
und 
I ( Ak • cosh k2h1l B + ~ 8in ~ E) . 8in ~ z = 
k:1,2, ) ... 
f • g • Jw 2 ----,;,....,.--~ (2 h z - ~ ) 2 .U 
I 
;,Jultipliziert 1aan Gl. (75) mit 
(73) 
(74) 
z = 
(75) 
(76) 
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sin m • '7r • z 2h (m = 1, 2, ) • • • ), 
so liefert die Integration in den Grenzen von 0 bis 2h 
2h 
k = 1, 2, 
Ak I 
3... 0 
. k 11. z 
Sl.Il 2li im.'ii.zd= sn ?.h z 
= - f · ~; Jw S (2 h z - z2 ) • sin ~ dz 
Da das Integral 
2h 
I 
0 
. k'Jiz 
Sl.D. ~ 
. m 
• Sl.D. .71zdz 2h 
( h für m = k 
( 
(0 für m -1. k 
(77) 
(78) 
ist auf der linken Seite von Gl. (77) nur der zu k== m gehö-
rende Summand der unendlichen Reihe ungleich Null . Damit f olgt 
aus den Gln. (77) und (78) 
2h 
J' • g • Jw j ( 2) s4n m • 11 • z dz Ak=- 2;<h 2hz-z • • 2h = 
0 
4f. g.~.h2[ 2 
,. - k ·}"-· 7r Lk2 • ?r2 (1 - cos k'if) sin k'irJ - k'lF 
Für k = 1, J, 5... wird damit 
4 f • g • Jw • h2 
A ( 2 • 2 - 0) = k = - k 1F' • f' k2 • 112 
= -
16 f g • Jw • h2 
k3 .'}("3 ·r 
Für k = 2, 4, 6 ••• ergibt sich; 
4 . I . g • Jw • h2 
[ k2 ~ 712 Ak:::- k • '~~JA 
Auf die gleiche Weise folgt aus Gl. 
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(1 - 1) - l) J 
(76) 
= 0 
(79) 
(80) 
(81) 
Ak • cosh ~ D + ~ • sinh ~ B = 
2h 2 f • g • Jw j 16 f • g • Jw • h 
2 fL • h (2h z - z2) dz = -
o )J. • k3 • r3 
(mit k = 1, 3, 5 • • • ) 
und damit auch: 
16 J . g • Jw • h2 
~ = - }-1- . k} • 7r3 
k'Tr 1 - cosh '2h B 
u-
sinh '2h • B 
(82) 
(83) 
Nachdem nunmehr die Faktoren Ak und ~ bekannt sind, ergibt 
sich aus den Gln. (73), (80) und (83) die Funktionsabhängig-
keit 
u1 • 2 = 
16 • f . g • Jw • h 
cosh ~~Y 1- cosh ~1/n,B ( + sinh ~) sin ~ = 
k} k} sinh W 211 ~ n ""' -'L 
k:1,3,5 •.• 
<><> 
=-L 
sinh ~ (B - y) + sinh ~ y 
k3 sinh ~B sin ~z (84) k = 1, 3, 5. .• ~ 
Durch Einsetzen der Gln. (84) und (34) in Gl. (33) kann nun-
mehr die gesuchte Geschwindigkeitsverteilung im gesamten Quer-
schnitt ermittelt werden. Es ist: 
f· g • Jw [cz • z2 u = u0 + u1 p h- 2) 
16 h2 'f . k'!r kT" sin ~ z J ( 85) sl.nh '2h (B-y) + sinh '2h y 
-1FT 
1' 3, 5 ... k} sinh ~B k = 
Der Abfluß im Profil wird durch Integration der Geschwindig-
keit (Gl. (85)) über die Fläche h • B bestimmt. 
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B h 
I l J • g Jw u dz dy = '-----~~~------- 3 • JA-
0 0 k Slnh 2h B 
1,3 ,5 ... 
B h . k7r . k?i 
f f Sl nh 2h (B-y ) + Slnh 2h y ( 3 . k7r sin ~ z)dz dy 
f· g . J h4 w B 120 cosh (~ß) - 1 Q = 2: ) ( ö 6) f- (JE - 1P5 k;:, s inh ~ ll 
k = 1,3,5 ... 
Wird der Abfluß Q mit dem spezifischen Abfluß q bei ebener 
Provlemstellung ausgedrückt, so ergibt sich 
h O<> 
q • B (1 - 1,255 B L 
f · g • Jw h3 
q= 3p 
k = 
cosh (~ B ) - 1 
k5 s inh ~ B ) 
1,3,5 ••• 
Der Klanuae rausdrucl\. in Gl. ( ö7) stellt in der Form 
K B 
h oo 
1 - 1, 255 TI I 
k = 1,3,5 ... 
cosh (~ B) - 1 
k5 • s i nh ~ B 
(87) 
( b8) 
( 89) 
die Breiteneinwirkung bei Laminarabfluß im ~ l echteckprofil dar, 
Er v.d.rd in Abb. 2 graphisch interpretiert;. Für Verhältnisse 
~ > 3 kann Gl. ( b<;J) vereinfacht und nähe rungsweise folgender-
maßen geschrieben werden: 
0<:> 
KB ~ 1 - 1 '255 ~ L ~ -:;::, 1 - 1 '255 ~ 
k = 1,3,5 ... k 
( 90) 
Auch auf die Verteilung der Schubspannungen lassen sich vom 
Gesichtspunkt interessante Schlußfolgerungen ziehen. Die beiden 
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Abb.2 Darstellung des Breiteneinflusses bei laminar-
abfluß in offenen Rechteckprofilen nach Ol.f89) 
auftretenden Schubspannungskomponenten Txy und ~z sind mit 
der Geschwindigkeitsverteilung folgendermaßen verknüpft. 
rxy = :f (y, z) = ,P- ~~ 
au 
'Z"'xz = :f (y, z) =JA C>z 
Im Zusammenhang mit Gl. (85) ergibt sich daraus: 
8 f' g Jw h oo 
r = + 2 l xy 1i 
k = 1,3,5 ... 
und 
~z = f g Jw (h - z) -
. k'il k?l 
sinh ~ (B-y) + sinh ~ y k-
cos ~ z 
k = 1,3,5 ... k
2 
sinh ~B 
(91) 
(92) 
(93) 
(94) 
Die besonders interessierenden Werte der Boden- und Wandschub-
spannungen können daraus wie :folgt berechnet werden: 
Bodenschubspannung: 
~ = :f (y) = txz 
z = 0 
Aus Gl. (94) fol gt mit z = 0 
inh k'lr (1_;y) B + sinh k'il il B 
s 7" E 1i 7"E1i 
k2 sinh V~ 
k = 1,3,5 ... 
Dieser Funktionsausdruck hat seinen Maximalwert bei 
Es ist: 
8 O<> 1 1-?r~I 1>".::: kz h z"'""k B cos II E li 
k = 1,),5 ... 
p • g • Jw • h 
72 
B 
Y=~ 
(96) 
Z;h 
8 
0,5 0.5 1 Tl>! j~~"'" f·g·/w II 
O,B 
o.s h I~· 4 1 
0,3 0,,. 
y/8 
Abb.3 Oar:stellung der V6rteilung der relativen Schubspannungen f Beisp. 8/n•*J 
Der Mittelwert der Bodenschubspannungen ergibt sich mit 
lxz; dy = P • g • Jw • h 
y = 0 
=fgJ h. [1-·Rll_ 'I 
w 7TTB 
k 
Wandschubspannung: 
L;_, = f (z) ( =( 
xy/y = 0 xy/y = B 
Aus Gl. (93) folet mit y = 0 oder y = B 
8 00 
7(2L 
k = 
cosh ~ ~- 1 
k2 sinh k?rB 2E 1 ,3,5 . .. 
. k'il z s~n 2 E 
Der Maximalwert liegt bei z = h. Es ist: 
T;,v max 8 ~ 
f g Jw h = if2 ?... 
kTB 
cosh 2 E - 1 sin~ 
k 
k 2 inh k'/FB s 2E 
1 ,3,5 •.. 
Der Mittelwert ergibt sich wiederma durch Inte..:;ration: 
h 
~ m = t I 'i:xy/z- o dz = 
0 -
16 J g Jw h Z 
= 7T3 
k = 
cosh ~- 1 
k3 sinh ~~ 1 ,3,5... <:. l1 
(97) 
(9tl) 
(99) 
( 100 ) 
( 101) 
Für das Breiten-Höllen-Verhältnis B/h = 4 sind die Fu.nktions-
beziehungen nach den Gln. (95) und (99) in Abb. 3 dargestellt. 
Die Maximal- und Uittelwerte der Boden- bzw. Wandschubspannun-
gen sind in Abhängigkeit von B/ h aus den Abb. 4 und 5 zu 
ersehen. 
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